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Da in diesem System nirgends mehr g vorkommt,

sind auch die Losungen a, W, & von g unabhingig.
Wohl aber hingen jetzt diese Losungen von v ab;
in (28) war ja »=0 gesetzt worden. ¢ hiangt also,
wie man an (11a) erkennt, nicht von ¢ ab, wohl
aber von y. Es ist méglich, daf auf diesem indirek-
ten Wege eine g-Abhédngigkeit in die eben berech-
nete Ubergangswahrscheinlichkeitw hineinkommt ;
man miillite vor allem die Summe S%! nochmals
berechnen unter Beriicksichtigung der Tatsache,
daB die § im allgemeinen von y abhingen. — Es ist
jedoch sehr unwahrscheinlich, dal durch diese
Korrektur » um mehrere Zehnerpotenzen geandert
wird. Deshalb wurde das recht unangenehme Sy-
stem (28) nicht weiter analysiert2. Es sei nur noch

bemerkt, daBl eine wesentliche Anderung von w
bei Berechnung aus (28) gegeniiber dem Wert (19)

12 Ubrigens erhilt man durch Lésung von (28) nur
das ¢ (f), welches das tiefste Minimum von W, liefert.
Es gibt aber i. allg. noch weitere Losungen ¢ desselben
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nicht zu erwarten ist; dies schlieBt man aus der
Beziehung

— F*F F*F -1
W:fz (R + £)? [% Tiw(ﬁw+5)2] ’

die in (28) enthalten ist.

Moglicherweise liefert obige Theorie deshalb eine
viel zu kleine Lebensdauer, weil sie wesentliche
Punkte vernachldssigt hat: Elektrische Ladung
und Spin der Nukleonen und Mesonen fehlen ja
beim Ansatz (1) vollig. Es ist zu vermuten, daf3
diese neuen Freiheitsgrade zu neuen Auswahl-
regeln fiir Ubergiinge zwischen den Nukleon-Iso-
baren-Zustdnden fithren. Diese aber kénnten u. U.
einige metastabile Niveaus schaffen, welche man
vielleicht als Hyperonen-Zustinde deuten diirfte.
Weitere Untersuchungen iiber diese Fragen sind
im Gange.

Variationsproblems, die ebenfalls angeregte Zustande
schaffen konnen. Mit diesen Niveaus sollte man sich
vielleicht auch einmal befassen.
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Die Bewegungsgleichungen fiir ein Pol-Dipol-Teilchen unter dem Einflull vorgegebener
Gravitations- und elektromagnetischer Krifte werden aufgestellt und im Lagrange- so-
wie im Hamilton-Formalismus diskutiert. Es zeigt sich, dal} die vom gravitationsfreien
Fall bekannten Ziige der Theorie des Pol-Dipol-Teilchens im wesentlichen erhalten blei-
ben; dies gilt insbesondere auch fiur die Eigenschaften der mit den Analoga der Dirac-
Matrizen y« gebildeten klassischen Poisson-Klammern.

§ 1. Einleitung

Der Begriff des Pol-Dipol-Teilchens fand an
zwei ganz verschiedenen Stellen Eingang in
die Physik: Einmal, als es sich darum handelte,
im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie der
Dirac-Gleichung eine moglichst eng korrespondie-
rende klassische Gleichung an die Seite zu stellen?,
zum anderen — im Rahmen der allgemeinen Rela-
tivititstheorie — bei der Untersuchung der Be-

1 M. Mathisson, Acta Phys. Polon. 6, 167 [1937];
J. Lubanski, Acta Phys. Polon. 6, 356 [1937]; H.
Honlu. A. Papapetrou, Z. Phys. 112, 512; 114, 478
[1939]; 116, 153 [1940]; F. Bopp, Z. Naturforschg.
3a, 564 [1948]; Z. angew. Phys.1, 387 [1949]; F.
Bopp u. F. L. Bauer, Z. Naturforschg. 4a, 611

wegung von Probeteilchen in einem Gravitations-
feld 2. Entsprechend der verschiedenen Zielsetzung
unterschieden sich auch die Methoden der beiden
Richtungen. Im folgenden soll der Nachweis er-
bracht werden, dal} die Gesichtspunkte und Resul-
tate der erstgenannten Richtung verallgemeine-
rungsfahig sind: Sie bleiben im wesentlichen er-
halten, wenn man neben dem EinfluB} des elektro-
magnetischen Feldes noch den eines vorgegebenen
Gravitationsfeldes beriicksichtigt.

[1949]. Ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis fiur das
ganze Gebiet findet sich in dem Bericht von H. H6nl,
Ergebn. exakt. Naturwiss. 26, 291 [1952].

2 A. Papapetrou, Proc. Roy. Soc. (A) 209, 248
[1951]; E. Corinaldesi u. A. Papapetrou, Proc,
Roy. Soc (A) 209, 259 [1951].
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Wir beginnen mit einer kurzen Beschreibung der
Methode, die wir zur Herleitung der Bewegungs-
gleichungen des Pol-Dipol-Teilchens aus den Feld-
gleichungen der allgemeinen Relativitidtstheorie
verwenden?.

Das Teilchen wird durch einen Energie-Impuls-
Tensor T4 beschrieben, der durch die Gleichungen
des Gravitationsfeldes,

Ra———— 6“R_‘—‘/ (Tﬂ +Eﬁ)

definiert ist; Ej bezeichnet den Energie-Impuls-
Tensor des Maxwellschen Feldes. Als Folge der
Feldgleichungen gilt bekanntlich die Beziehung

(T + ER), ., =0,
die mit

¥ =V—g Tpg"?
auch als

Qa,u,y__i_[‘zv%‘llv | i

=0, F=F*3g, (1)
geschrieben werden kann?. Hier ist F*# der Max-
wellsche Feldtensor und &, die Strom-Ladungs-
Vektordichte. (1,1) nennen wir die dynamische
Gleichung, da sich aus ihr allein die Bewegungs-
gleichungen eines Probeteilchens herleiten lassen.
Wir bemerken noch, dafl wir im folgenden das Pol-
Dipol-Teilchen als Probeteilchen sowohl in bezug
auf das Gravitations- als auch auf das elektromag-
netische Feld voraussetzen werden.

Wir machen die Annahme, daB $* nur inner-
halb einer engen , Weltrohre nichtverschwin-
dende Werte habe; spiter werden wir die Rohre
auf die Bahnkurve 2*(s) des punktférmig gedach-
ten Teilchens zusammenschrumpfen lassen.

Die Struktur des Teilchens ist durch die Eigen-
schaften seines Energie-Impuls-Tensors festgelegt:
Wir nehmen an, daf} die ,,Momente‘

[ X% da7 0z . . . (d3z), Oa*=2*—2*(s) (1,2)

mit mindestens zwei Faktoren da* simtlich ver-
schwinden, wiahrend von den entsprechenden Inte-
gralen mit nur einem Faktor z* wenigstens einige
von Null verschieden sein sollen. Dabei sind alle
Integrale hier und im folgenden iiber die Hyper-
flache f = const zu erstrecken. Damit haben wir das
Teilchen als Pol-Dipol-Teilchen charakterisiert.

3 Wegen einer ausfiihrlicheren Darstellung s. Papa-
petrou, 1. c. Gegeniiber der Rechnung mit J-Funk-
tionen hat diese Methode den Vorzug, die physika-
lische Bedeutung der zugrunde gelegten Hypothesen
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Wir kénnen nun den Spintensor S* des Teil-
chens definieren:

S = [ (2% T — 02f TH) (dPx).  (1,3)

S*F wird nach dem Grenziibergang von der Welt-
rohre zur Bahnkurve 2% (s) des Teilchens eine Funk-
tion der Zeit bzw. der durch ds*=g,,dz"dz" defi-
nierten Eigenzeit s des Teilchens.

Unser erstes Ziel ist die Aufstellung von Be-
wegungsgleichungen fiir den Spintensor S* und
dz*(s) Daz

P zu
machen wir noch zwei Annahmen iiber die elek-
trische Struktur des Teilchens: g, soll sich als Kon-
vektionsstrom schreiben lassen,

den Geschwindigkeitsvektor u*(s) =

Sx = 0o Ua s

(1,4)
und die Ruhdichte g, soll keine Ladungsdipole oder
hoheren Multipole enthalten. Es sei also zwar

Joout (d3x) =e + 0,

Jog 62 . ..

Mit diesen Annahmen kénnen, wie wir im folgen-
den Paragraphen zeigen werden, die Bewegungs-
gleichungen aus der anfangs erwidhnten dynami-
schen Gleichung hergeleitet werden.

aber

(d3z) = 0. (1,5)

§ 2. Die Bewegungsgleichungen
a) Die Bewegungsgleichungen fiir den
Spintensor S*

Ausgangspunkt ist die aus der dynamischen
Gleichung (1,1) unmittelbar folgende Beziehung

(> T), , =T — T8, T —2*if, (2,1)

die wir iiber d1e Hyperfliche ¢ = const integrieren:

= fx“i{ﬂ4 d3 ) J‘(zaﬁ

Setzen wir hier iiberall dz"+z"(s) fiir 2 ein und
vereinfachen die entstehende Beziehung mit Hilfe
der (ebenfalls iiber ¢ = const integrierten) dynami-
schen GI. (1,1), so wird daraus:

a* I8, 3" — 2% i) (d%x) .

tf 0z T (d°x) +— [P (%)
+ [ (— T+ 622 T, T + 6a* §F) (d32) = 0.

(2,2)

klarer hervortreten zu lassen, ohne deshalb wesentlich
umsténdlicher zu sein.

1 Ein Komma bedeutet die gewohnliche, ein Semi-
kolon die kovariante Ableitung nach den Koordina-
ten ax,
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Definieren wir
M =yt [ T2 (d3x)
und
MoBY - __yd J‘ oa* IF7 (d3z) ,
dann 148t sich (2,2) schreiben:
2 d [1 ! u* ) .
M*F 4 E(FM"‘M) = F]W’* +¢*; (2,3)
dz4

dt
dabei wurde u*= —— = — beachtet und zur Ab-
ds ds

kiirzung
g = ut [ 0% (L T + ) (&%)
gesetzt. ’

Wegen M* =MF* und da nach der Definition
von S*f

ll,“l Saﬂ — (M{tﬁ4 _*Mﬂ(bi) y
folgt aus (2,3):
dS«s 1 - =
MM =0 = s + F(u“MM—u"AMM) + ‘zp"‘/’

(2.4)

mit p* =g*—g¢f* Durch Uberschieben mit u,
erhilt man wegen w,u"=1

1 dSoun 1
—u—4ﬂ[a4 =ty —— + —5 u¥u, M+ u, Y, (2,5)

u

so daf3

1 dShu dSou
(& WP B afody P B

~ (w* M uf M*) = u, (u i wP— )

+ u,u (ua wﬂu — uﬂ wa,u) .

Dies kann in (2,4) eingesetzt werden ; es wird dann:

dSop d.shu
5 i ’l/)aﬁ = u, {ua( = 2L wﬁﬂ)
dSaou
-uﬂ( FPa 1p""“)} =0. (2,6)

Wir gewinnen hieraus die Bewegungsgleichungen
in ihrer endgiiltigen Gestalt, indem wir
Y = g — g
durch %* und 8*f ausdriicken und dann die Be-
ziehung (2,6) in explizit kovariante Form bringen.
Zunichst ist wegen des in der Einleitung er-
wéahnten Grenziibergangs von der Weltrohre zur
Weltlinie des Teilchens:
¢ = ud [ da* (I, T + FPr 3,) (d%x)
= ut T, [ 6a* T (d3) + wt FP" [ 6a* 3, (d3%) .
Mit (1,4) und (1,5) folgt daraus:

(Paﬁ =yl [”lﬂw J‘ dx* T (d3x) = _I’ﬁ]' Mowy (2,7)
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M*F? kann aber wie folgt durch »* und S* ausge-
driickt werden: Wir gehen von der zu (2,1) ana-
logen und ebenfalls aus der dynamischen GI. (1,1)
folgenden Beziehung

( x* xﬁ »I;’.“)’ w= x% iﬁ? + xﬁ i‘x}'
— %P ]’;/“’ FHY __ x0 xP i}’

aus, integrieren iiber {= const, setzen ox"+ 2" (s)
fiir 2 und vereinfachen die entstehende Relation
mit Hilfe von (2,2) und (1,1); es ergibt sich:

ut (MOF? 4 MP%) = u®* MP7* 1+ ub ¥t (2,8)

Addiert man zu dieser Gleichung die eine der durch
zyklische Vertauschung von a«, f und y hervor-
gehenden Gleichungen und subtrahiert die andere,
so findet man (M*7 =M*P):

2t MOP = u® (MP 4 M7PY) — wt ub 8% — ut u? S,

Zur Umformung der Klammer verwenden wir
nochmals (2,8):
Mit y=4 ist
wd (Maﬂ4 - Mﬁa4) — u® P4t + wb Mt
Nun gilt aber

uld SM e (Ma44 ——M“‘*) — — a4 ,
da

MHE — — gt [ 5t T (dPx) = 0

wegen 0x'=0 auf der Hyperfliche ¢= const. Da-
mit wird schlieflich:

&
2 M7 = — (S*Fy” + 8% uP) + % (S*F w” + S¥ uf) .

(2,9)
Jetzt kann man

waﬁ _ F;“w My Fﬁv oy

in (2,6) durch »* und 8* ausdriicken und schrei-
ben: .
ub Sy — 0

8% 4w, (u® S — (2,10)

der Punkt bezeichnet die kovariante Ableitung
nach s:

: DSes d.SaB
S* = e Iy, 8"Pu¥+ I’ﬁ,, Sy,

Die GIl. (2,10) sind die gesuchten kovarianten
Bewegungsgleichungen fiir den Spintensor S*/. Sie
haben die gleiche Form wie im Falle eines reinen
Gravitationsfeldes, offenbar weil wir nach (1,5)
angenommen haben, da} das Teilchen in bezug auf
das elektromagnetische Feld reine Polstruktur be-
sitzt.
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b) Die Bewegungsgleichungen fiir «*
Ausgangspunkt ist hier die iiber ¢= const inte-
grierte dynamische Gleichung

d
ds (u“ M"‘4)+q =

(2,11)
wo wir

9% =t [ (I% T + ) (d%)
gesetzt haben. Den ersten Term von (2,11) substi-
tuieren wir aus (2,5), wobei wir fiir y*# gleich den
entsprechenden Ausdruck in «* und S* setzen: es

folgt:
d o ot o d o u4
E(mu -f—quS')~|— ———d—s-(u F”,,S ) 0.
(2,12)
Dabei ist die Invariante® m definiert als:
m=714— w, (M"™ + Iy, 8™ uty. (2,13)

Um die Bewegungsgleichungen auf ihre end-
giiltige kovariante Form zu bringen, muf} noch ¢*
durch »* und S*f ausgedriickt werden. Wegen des
Grenziibergangs von der Weltréhre zur Weltlinie
des Teilchens und wegen (1,4) und (1,5) ist:

¢ = ut f(rgvsz Fer3,) (d3)
= szM‘uu_ - AiMAuv + e Fot o
(2,9), (2,3) und (2,13) erméglichen nun dle Elimi-
nation von M**¥ und M*”; nach leichter Rechnung

findet man:

d
(P_E( I’;’,‘,S’“u) T,“,{ mut 4 u, S“")

+ I, 8w }—|— F',,,,’,-. SH? 4 e FON u, =0.
Die Bewegungsgleichungen werden damit end-
giiltig:
D : 1 -
= (mu® + u, S*") + T S u* Ry + e F* u,y=0;

Ds

(2,14)
R‘,’,‘,—",, bezeichnet den Riemannschen Krimmungs-
tensor:

o o o *& 0 o o
Rwi,u = Fw',,u e T,uA,V = Flug Fwi - [vg F,u}. v
Der zweite, den Kriitmmungstensor enthaltende

Term riihrt von der Wechselwirkung des Spins mit
dem Gravitationsfeld her.

c¢) Diskussion der Bewegungsgleichungen
Wir definieren die GréBen p*, G* und F* durch

p*=u,S*, G* = mu* + p*

5 Wegen der Invarianz von m s. Papapetrou, L c.
% Das Vierbein u‘("(‘) ist nur dann eindeutig bestimmt.

UND W

. URICH

und
o 1 o PO o
=3 8" u* R, +eF*u,.

Die Bewegungsgln. (2,10) und (2,14) lauten dann:

SOB 4y pP—ufp* =0 (2,15)
und

G+ F* = 0. (2,16)

F*kann als die auf das Teilchen wirkende Kraft
und G* als sein Impuls gedeutet werden. Die sich
in der Definition von G* ausdriickende Entkopp-
lung von Geschwindigkeit und Impuls ist fiir
das Pol-Dipol-Teilchen charakteristisch; dagegen
bleibt die Beziehung G* u, =m auch hier erhalten.
Es ist nimlich, wegen der Antisymmetrie von S*/,
Py =, u, S =0,

Uberschiebt man (2,15) bzw. (2,10) mit u,, so
erhalt man Identitdten, die erkennen lassen, daf}
(2,15) nur drei unabhingige Gleichungen enthélt.
Den somit nur sieben unabhingigen Gleichun-
gen des Systems (2,15), (2,16) stehen aber zehn
das Pol-Dipol-Teilchen charakterisierende Bestim-
mungsgroBen gegeniiber : die Invariante m, die drei
unabhiéngigen Komponenten von u* (u* u, = 1!)
und die sechs Komponenten von S*.

Damit die Anzahl der Unbekannten gleich der
der zu ihrer Bestimmung zur Verfiigung stehenden
Gleichungen wird, miissen einschriankende Bedin-
gungen postuliert werden. Das kann etwa durch
Festlegung der p* geschehen, indem man p* als
Funktion der w«*, u*, 4% ... bestimmt, so dafB
p“ u,=0. Dann ist (2,15) von selbst erfiillt und
(2,16) wird zu einer Gleichung in m, u*, u®

Eine andere Méglichkeit ist die Festlegung von
S%6: 8% wird als Funktion von u®, %%, . .. so ge-
wihlt, daB (2,15) identisch erfiillt ist. Wir verfol-
gen diese letzte Moglichkeit und stellen $* und «*
durch das begleitende Vierbein u{,, 0=1,2,3,4
der Weltlinie 2*(s) dar:

8% = 0(g)0) Uie) Uy} Tiri0) = — Tloner - (2:17)
Die vier Vektoren des Vierbeins sind durch folgende
Beziehungen definiert (Frenetsche Formeln):

3 e . S J & .
Uy = u*; ut =gy = Ay U

1 A &« & .
ue) = Ay "o T Ae)e) U

-0 P « . o a
uz) = A3y (2) U2y T Mgy e Uy Wy = Aay(3) W) -

Dabei gilt fiir die Koeffizienten ¢
wenn die sechs Koeffizienten o) (s) von Null verschie-

den sind. Wir wollen im folgenden von der Weltlinie
voraussetzen, daf3 dies auch der Fall sei.
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4 _ o . 12 _ L e L :
Ay = = U(1) Y 1) A2)(3) = — 1) U (1) U2) Y (2

& 2 & @ B
A3)(4) = %) Y (1) T U(2) U (2)— U(3) U (3)

loym=2ne); ‘ee=—426); loe=—4e)w-

Setzen wir nun die Zerlegung von §*f in (2,10) ein,
so ergeben sich fiir die sechs willkiirlichen Funk-
tionen ¢, die Beziehungen

Sk T O Ao — Com Mam = 037, k, * 1.

Mit Hilfe dieser Relationen lassen sich 3 der Funk-
tionen o5 eliminieren. S* enthilt jetzt nur noch
drei willkiirliche Funktionen von s — 0@, (5),
0(2)3)(8) und 63 (4y(s) — sowie die 1,5 und uf, als
bekannte Funktionen der «* und ihrer Ableitun-
ven. Zur Bestimmung der Bewegung des Teilchens
haben wir nur noch (2,16) zu beriicksichtigen.

Beim Pol-Dipol-Teilchen scheint sich aber die
Zahl der willkiirlichen Funktionen auf nur eine
reduzieren zu lassen, und zwar aus folgendem
Grunde: Man wird verlangen miissen, daf} (2,16)
aus einem Variationsprinzip folgt und also von der
Form

oL d oL dz oL
ozi — dt o2/t ' ae ezt

ist (2’* = dzt/d¢t usw.), wo L=L(z% 2% 2% .. .;1).
Nun enthéilt die Lagrange-Funktion des einfachen
Polteilchens keine héheren als die ersten Ablei-
tungen z’*. Beim Pol-Dipol-Teilchen wird man Ab-
leitungen hochstens zweiter Ordnung erwarten.
Der Ausdruck 0L/0z"¢ stellt namlich einen Massen-
dipol dar?,so daf Glieder wie 0L/0z""’* h6heren Mul-
tipolen entsprechen und daher beim Pol-Dipol-Teil-
chen nicht auftreten diirften. Infolgedessen werden
wir annehmen, daf3 alle hoheren Momente ver-
schwinden. so daf

L= L {7*, 3%, 2" 1).

Da die mit diesem L folgenden Bewegungsglei-
chungen als hochste Ableitung %* enthalten, darf
8% selbst nur von «* und %* abhingen.
Man erkennt, da3 unter diesen Umstinden S*
die Gestalt
8% = 4 (Q) (u* ul — uf u®) (2,18)

haben mufl und nur noch die eine willkiirliche
Funktion

i)

4 (Q) = @20y
enthalten wird, die wir als Funktion der Invarian-
ten

7 Vorausgesetzt, dal in dem gewahlten Koordinaten-
system 2? die Dimension einer Linge hat.
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" e
Q = 2@ = —u" Uy
auffassen.

§ 3. Die Lagrangeschen Gleichungen

Nach dem in § 2 Gesagten wird die Lagrange-
Funktion des Pol-Dipol-Teilchens — wenn wir als
Parameter die Koordinatenzeit benutzen und den
elektromagnetischen Term einstweilen noch fort-
lassen — die Form haben:

1
L=-51@).
Setzen wir v?=2z"% vi=1;yi=2"% y*=0, so sind
die zugehorigen Eulerschen Gleichungen:

oL 4 oL dz oL
F Al TR W A T oyt

3,1)

0. (3,2)

Diese Gleichungen sollen nun auf die Form

G*+ F*=0 gebracht und mit den feldmechanisch
gewonnenen Bewegungsgleichungen (2,16) ver-
glichen werden. Der Vergleich wird lehren, wie die
in (2,18) vorkommende charakteristische Funktion
A (Q) mit f(Q) zusammenhéingt.

Unm die in (3,2) verlangten Differentiationen aus-
fithren zu kénnen, ist es zunéichst erforderlich, u®*
und u*=d¢/ds und damit auch L durch z¢, v¢, yund ¢
auszudriicken. Denken wir das Gravitationsfeld im
vierdimensionalen Raum vorgegeben, so sind die
Jap auf der Weltlinie des Teilchens Funktionen von
2, v’ und t. Aus ds?=g,, dz" dz” oder

at\e ,
(E) Juv v =1
folgt dann sofort, dafl d¢/ds nur von z¢, »* und ¢ ab-
hangig ist (vi=1!).
u* schreiben wir

(3,3)

; dus di \2 d2¢
. - &V o &
uﬁds+1“‘u,,u u (ds)y + ="
dit\2
+ () oo

und berechnen nun noch d?/ds2.
Dazu differenzieren wir (3,3) nach s und er-
halten:

dzt di \4
ﬁ “f (_) (g,uv v )’v & F{u,vg vt oY vg) =0,

ds
wo
2 ["N,vg =Guv,0 + Juo.v — Ivo,u -
Mit Hilfe dieser Formeln kénnen nun die Euler-

schen Gln. (3,2) leicht explizit hingeschrieben wer-
den: es ergibt sich zunéchst:
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] ’ v
?(f“4f Q) g,m',iu” u

—2f Iy, i ugu" w”—f g, uw”
d
"" d_s ((f_if Q) Gin W
I Y
— 4T ugu”+ 2 Fr (f ui)) =0,

wobei wir statt der v, y? wieder u%, u®* geschrieben
und df(Q)/dQ=/f gesetzt haben. Eine Reihe wei-
terer Umformungen bringt dies in die erwiinschte
Gestalt (2,16):

D D )
Do (4 @—1) ui+ 55— (—2f ui))
+2f ugutuw” RE,,=0,1=1,2,3.

v

(3,4)

Beim Vergleich von (3,4) mit (2,16) bzw. (2,14)
ist zu beachten, daB die Giiltigkeit von (3,4) vor-
laufig nur fiir :=1, 2, 3 nachgewiesen ist. Setzt
man (2,18), also

S = A (Q) (u* uf — uf u®)

in (2,14) ein, so erhédlt man (ohne den elektromag-
netischen Term):

D i J B s
E((m——AQ) u"‘+E(A u"‘))-Au wu” Ry, =0
oder

D D 3 ..
De ((m —AQ)uy+ Ds 4 ua)) —Au*u*u” Ry;,, = 0.
(3,5)
Fir a=1, 2, 3 stimmt dies mit (3,4) iiberein, wenn
m—AQ=4fQ—f und A=-—-2f erfillt ist, also:
A=—2Ff, [
m=2fQ—f |
Um schlielich nachzuweisen, dafl (3,4) auch fiir
den Index =4 giiltig bleibt, iiberschieben wir zu-

niachst (3,5) mit «* und beachten dabei die Be-
ziehungen " u,=0 und R,;,,=—R,;,,. Es folgt

d D?

ds (m—A Q)+ u Ds?

(3.6)

(Au,)=0. (3,7)

Das letzte Glied 148t sich noch umformen:

2
Ds?

d 1 :
~2-(4Q— 540,

: d D : .. D :
(A u,u) = E (ru.”ﬁ (A uy,)) - u'“ —D—S (A u‘n)

n

u

so dal wir statt (3,7) auch schreiben kénnen:

: A
m+QA+5AQ=0. (3.8)

UND W. URICH

Wir bemerken, daB fiir den Ubergang von (3,5)
zu (3.8) — beim ProzeB des Uberschiebens — alle
vier Gleichungen (3,5) erforderlich sind. Umge-
kehrt kann man eine der vier Gleichungen (3,5)
durch (3,8) ersetzen: Insbesondere folgt aus (3,8)
und den ersten drei Gln. (3,5) die vierte, a =4 ent-
sprechende Gleichung. Andererseits zeigt (3,6), dal3

m=2f"Q+f=—A'Q—}4,
also (ein Strich bedeutet hier die Ableitung nach Q) :
(m’—{—A’Q—i——é—A)Q.:O.
Dies ist aber wieder (3,8)! Daher gilt auller den
drei Beziehungen (3,4) auch die mit dem Index
=4 gebildete, so dafl aus der Variation der La-
grange-Funktion (3,1) tatsichlich alle vier Glei-
chungen (3,5) bzw. (2,14) folgen.

§ 4. Die Hamiltonschen Gleichungen

Im folgenden sollen die kanonischen Gleichun-
gen fiir das Pol-Dipol-Teilchen aufgestellt werden.
Wir bilden zunéchst in iiblicher Weise die Hamil-
ton-Funktion

szipi+’)}i8i—L, (491)
wo
oL d oL
Ol ™ B TR (*2)
den Impuls und
gL
8= .7 (4.3)

das Dipolmoment definiert; die P; sind zu den 27,
die s; zu den ¢ kanonisch konjugiert.

Da es im allgemeinen moglich sein wird, die
y* mittels (4,3) durch s; (sowie z¢ und »%) auszu-
driicken®, wird

H=H (%, P;; v%,s;:t) und

6L
dH:vidPrl-(Pt— ;vi)dv"JrVidsi
oL = @eL . )
B dz e dt (siehe?);

die kanonischen Gleichungen lauten also:

dpP; oH . dzf  8H
@ = R

ds, 6H ai  om | Y
T wczfl

1

8 Siehe Anhang!

9 Eine explizite Zeitabhingigkeit von L kann nur
iiber die gap hereinkommen, so daB in einem statischen
Gravitationsfeld mit gap4 =0 auch dL[ot=0 gilt.
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Dabei sind die Gln. (a) die Bewegungsgleichungen:
ap, 6H eI

At T T a2 T e
fithrt zusammen mit der Definition (4,2) sofort auf
die Lagrangeschen Gleichungen.

Legen wir wieder die Lagrange-Funktion (3,1)
zugrunde, so kénnen s; und P; explizit angegeben
werden. Es ist

oL .
— —=— 2 utu,
oy f utu,
und, wie man nach kurzer Rechnung findet,

D :
= (f—4f Qu+ 25= (/1)

Mit Hilfe dieser Awusdriicke berechnen wir
schlieBlich die Hamilton-Funktion selbst. Fiir die
ersten beiden Glieder ergibt sich

(4,5)

8; =

—2f I, u,u”. (4.6)

Pivi:_(f—ZfIQ)—ui(f—‘l'f’Q)
: B om s
_8(2f'u4)—7f’11‘i,,u’u',,u
und
2 L .
SiV’:Ff'(Q+F{,“,ulu"u‘),
so dal3
D .
_H:":;(f"“‘”'Q)-rE(Qf’ua)
—2 .f, ngdu u (497)

Wie man sieht, lassen sich (4,6) und (4,7) als
vierdimensionaler Ausdruck schreiben:

Py=(f—4f Q) 71a+—11))8—(2f' )

—2f T, u": —H=P,. (48)

Wegen des Christoffel-Symbols im letzten Term
ist P, sonderbarerweise kein Vierervektor.
Wie sonst folgt auch in unserem Fall aus den
kanonischen Gleichungen allgemein
dH oH
St et
so daB in einem statischen Gravitationsfeld die Ge-
samtenergie — P, = H des Teilchens konstant ist.
Es ist nicht schwierig, in den obigen Formeln
die Glieder hinzuzufiigen, die den EinfluB} eines
vorgegebenen elektromagnetischen Feldes @ (z%,t)
beriicksichtigen. Als Lagrange-Funktion haben
wir in diesem Fall

1
mnrs
”ll/

T 1(Q) + ev* Dy,

10 Darin ist 8* = g** gy, 8, = —" s;.
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und P, aus (4,6) ist jetzt durch e®; zu erganzen:

oL d ¢
ot dt eyt =(f—4f Qn

2 (i) 2f Thtiy 0 4 e D

P, =

7

Die Hamilton-Funktion wird damit

f’ll
___2]‘ Iw-h'?'}u u' +e¢4

oder, ausgedriickt in den kanonischen Variablen,
. 1
P,—e®,) + yzsi—e(D4—7f(Q),

wo @ als Funktion von 2¢, »* und s; und »* als Funk-
tion von z¢, v* und ¢ aufzufassen sind. Diese Glei-
chung erlaubt eine interessante Umformung: Wie
wir im Anhang zeigen werden, gilt fiir ¢ s;:

2f (ut)3yis; = —s"s,—2f (u)? ]’i,, v s; (siehel?).

Py=—H=(f—4fQu,+

H = vi(

Ferner haben wir
— s, =4 [ ()2 Q.
so dal} schlieBlich

§;= u4.fQ

Damit erhalten wir fir die Hamilton-Funktion
folgenden Ausdruck:

H:vi(PiV_eQ)i_F;'.,v"S,;)—e@‘;—
u‘ Efe—1h.

Es zeigt sich also, dall der Einflul} des Gravita-
tionsfeldes formal durch die Ersetzung

P~ P,—TI;v"s;

%4 Y
1 uv V8.

VA v
4wV S,

und Hinzufiigen von — I}, »” s; zu H beriicksich-
tigt werden kann, ganz analog zu der bekannten
Vorschrift P; - P;— e @; und Hinzufiigen von
— e @, im elektromagnetischen Fall.

§ 5. Die Poisson-Klammern

Der Beziehung (4,8) des letzten Paragraphen
konnen wir noch eine andere Form geben, die auch
ein neues Licht auf die Bedeutung der Invarian-
ten m werfen wird. Definieren wir namlich zu-
néachst die Gréfle g (wir schreiben auch ¢° statt g)

dlll‘ch 1
di\2 5 i
— g —= (5.‘”

11 Vgl. Bopp u. Bauer, L. c.



116

und mit ihrer Hilfe dann

di
P PN
TR
wobei wir auf v*=1 achten, so wird (4,8) nach
Multiplikation mit g*:

K=g"(P,—e®, —I’f,,, vVs;) +mg®=0.

Wir untersuchen nun die mit den — offensicht-
lich den Diracschen Matrizen »* korrespondieren-
den — g* gebildeten Poisson-Klammern

{ LB 5gA aglf agB agA
99 §= Zp. 2. op. a4
oP; ez oP; oz
agA ggB agB ag;i _
a—Si 900 = 38i E%; ,A,B—l,?,...,.).

Da die g4 von den P; unabhingig sind, bleibt nur:
9g4 ogB  ogB ogA
{gAa gB} = :

os; ovt  os; ot ; 4,B=1,2,...,5.
(5.1)

Zur Berechnung der Poisson-Klammern stellen
wir einige Formeln zusammen: Wie im Anhang
gezeigt wird, ist

8% = (g* —vkg™) 5,
so daf} wir, wegen s,=—2v%s,, fiir g den Ausdruck
dt\2 ’ ; ;
(Eg_) 92 E— U 8,u g (gzlc_ 2 pt gdk + i ’l)k g~14) 8; S

finden. Damit wird

dt o di 4 :
Iq 25, Was) =5V ¢
)
und
dt o dt i
I3 a9 as) =5 %

Aus der angefithrten Beziehung fiir s folgt weiter

o8t ) §%
o = g% — g™ i &
as;

_ o
oot 9 S

dt \-2
und wegen v" v, = v* v + v, = (E :

1% dt _ di \3 . 1% di¢ 0
W(K —\as| Y s, K): :
Damit ergibt sich schlief8lich:
P9 _ (4t\* 4, atye
ot _(ds) g3 éi+(ds U
Mit Hilfe dieser Formeln berechnet man leicht:

{g"‘, gb‘}: ¥ P — sh %, (5,2)

12 Nur wenn die rechte Seite von @ unabhingig
wird, ist dies nicht moglich. 7(Q) hat dann die Form

POL-DIPOL-TEILCHEN

{ga: 95} = (—g—:)—l &,

(5,3)
{{9%.9%. 97} =" 9 — 9" 9", (5.4)
{tg*. 9%, 9°}=0, (5,5)
(6% g%, 9"} =9 g° (5,6)
und
{{9% 9%, 0%} = 9" (5,7)

Da die ¢*f nur von 2 und ¢ abhingen, verschwin-
den alle Klammern {g"‘ﬁ, g"‘}. Daher lassen sich
simtliche mit irgendwelchen Kombinationen der
{g*, 9%} = y1% und g* gebildeten Poisson-Klam.-
mern linear durch 4% und g4 mit g*# als Koeffi-
zienten ausdriicken. Zur Umformung kann man
oft die Jacobische Identitit benutzen. Als Bei-
spiel:

{y8. 97} =—{0", 9%, "} + {{»"*, 9"}, 9°}
= 4 g¥ yﬁﬁ . gar) ,yh’;' — 'gﬁ:' ,you‘) + gﬁo ,},a;"

Anhang

Um von der Lagrange-Funktion mit den Variablen
2%, v, y* und ¢ zu der von 2%, P;, v?, s; und ¢ abhingigen
Hamilton-Funktion tibergehen zu kénnen, miissen die
y? aus L eliminiert werden. Im folgenden wollen wir
zeigen, wie dies geschehen kann.

Wir gehen aus von der Definition der s;,

oL o
s{:—g—ﬁ:—2f w
die wir vierdimensional erweitern:
Sa=—2Ff uuy. (A,1)

Da »* 2, =0, hat s, die Bedeutung

sy =—vks,. (A,2)
Damit wird

S8y = g sy s, = — 4 (f u')?2 Q

oder
g% s, 8, —2 g s; vF s + g1 (VP 8)2 = — 4 (f' ut)? Q. (A,3)

Diese Gleichung erlaubt es im allgemeinen, @ als
Funktion von 2%, v%, s; und ¢ zu berechnen!2.

Um auch die y¢ durch 2%, v?, s; und ¢ auszudriicken,
schreiben wir s? als

5 Bl dui i
st=—2futut=—2f ut T + Ty utt w?
, ) o1 dut i
= —2f (w3 |y + ’U"—u—4 W 4= I—",“, e ¥

und setzen fiir du®/d{ den durch Differentiation von
(u*)? guy v vV =1 entstehenden Ausdruck

du?
dit
ein. Wir erhalten:

= — (u!)? (Gurv V! VY + ITII,I'Q vitvY ve)

(A4)

f(@)=a)Q+b (¢« und b Konstante); dieser Fall er-
fordert eine besondere Diskussion.
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21 (ut) yt = — ' + 2f (uh)? {(uh)? 0 (v, ¥
+ T v 0¥ v0) — Iy vitav) . (A,5)

Die y* auf der rechten Seite kénnen eliminiert werden,
indem man (A, 5) skalar mit v; multipliziert und
1 — (u4)?vf v; = (u%)? v, benutzt; es wird dann:

1 )
21 (uh)S vy pF = —. us
4

1 ) )
+ 2f (ut)® . ()2 Ly v v; v* 08¢ — r;w vg) v Y,
4
Dies in (A, 5) eingesetzt ergibt schlief3lich:
21 (ut)® Vi =—si+oist 4 27 (ut)? (vi F:w*“ Fliv) vt oY
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(siehe'?), wobei wir v* s,=0 benutzt haben. Endlich
ersetzen wir noch s¢ durch s;: Wegen s* = gou 8y und
8y = —vlsg; ist

8% = (gak — ok gad) 5, (A,6)
und damit

2f/ (u4)3 ,},i _— (_g'Lk + ’Uk gi4 + Ui gk4 __vi Uk g44) S (A, 7)
+ 2 (ut)® (vF Ty — Tiay) 0207

Durch (A,7) haben wir ¢ als Funktion von 2%, %, s,
und ¢ dargestellt.

13 Durch Multiplikation dieser Beziehung mit s; ent-
steht die in § 4 angefiihrte Gleichung fiir 2 f (u*)? 9% s;.

Die Wechselwirkung vieler Teilchen
I. Allgemeine Theorie

Von HERMANN KUMMEL

Aus dem Institut fur Theoretische Physik der Freien Universitat Berlin
(Z. Naturforschg. 10a, 117—125 [1955]; eingegangen am 10. Januar 1955)

Es wird die Bethe-Salpeter-Gleichung fiir N gleiche Teilchen abgeleitet. Die Lo-
sungstheorie wird hinsichtlich der bei vielen Teilchen vorliegenden spezifischen Probleme
diskutiert. Bei Beschrankung auf nichtrelativistische Teilchen und die niedrigste Nihe-
rung geht die Bethe-Salpeter-Gleichung in die Hartree-Fockschen Gleichungen iiber.
Die Beziehungen zur verallgemeinerten ,,self-consistent-field-Methode‘* von Kinoshita
und Nambu werden untersucht und eine einfache Begriindung derselben angegeben.

ie Beschreibung der Wechselwirkung vieler

Teilchen ist in jiingerer Zeit mehrfach mit
modernen Methoden erneut in Angriff genommen
worden'> 2. Man kann aber nicht sagen, daBl eine
restlos befriedigende Beseitigung der Schwierig-
keiten gelungen ist, die daher riihren, dal} zwar
— vielleicht — die Wechselwirkung nur zweier Teil-
chen als klein angesehen werden kann, daf jedoch
bei sehr vielen fast jede Naherungsannahme be-
denklich ist. Die vorliegende Arbeit kann an die-
sem Tatbestand nur insofern etwas dndern, als sie
eine einfache Formulierung des Problems gibt, je-
doch zur Losung nur Vorschlige macht.

Die besonderen Verhéltnisse bei dem betrachte-
ten Problem sind durch folgende drei Punkte zu
charakterisieren:

1. Infolge der Wechselwirkung mit vielen Teil-
chen zu allen Zeiten verliert der Begriff des ,,freien
Teilchens** vollkommen seinen Sinn. Das driickt
sich mathematisch darin aus, daBl Wellenfunktio-
nen freier Teilchen nicht als Naherung der voll-
stindigen Funktion angesehen werden diirfen.

1 D. Bohm u. D. Pines, Phys. Rev. 85, 338 [1952];
92, 609 [1953].

2. Es konnen Bindungszustande zwischen zwei
oder mehr Teilchen auftreten. Dies wirkt sich eben-
so aus wie Punkt 1.

3. Selbst bei kleiner Kopplungskonstanten g¢
wird es nicht moglich sein, diese zur Grundlage
einer Entwicklung (Iteration) zu machen; denn
dies wiirde etwa bedeuten, dal man nach Ng (mit
N = Zahl der Teilchen) entwickelt, einer Zahl, die
i. a. nicht klein sein wird.

Man kann nun die Schwierigkeiten zu umgehen
versuchen, indem man durch eine geeignete kano-
nische Transformation (Bohm und Pines?!) neue
Variable einfiihrt, deren einer Teil die kollektive
Bewegung, deren anderer die individuelle Be-
wegung einzelner Teilchen (d. h. die Abweichungen
von dem durch die kollektive Bewegung charak-
terisierten mittleren Verhalten) beschreibt. Bei
Kraften, die bei geringen Entfernungen sehr grof3
werden, versagt diese Methode bekanntlich.

Neuerdings haben Kinoshita und Nambu
einen anderen Weg eingeschlagen: Um bei der sto-
rungstheoretischen Entwicklung moglichst kleine

2T. Kinoshita u. Y. Nambu, Phys. Rev. 94,
598 [1954].



